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Die Theorie (lei* bestimmten Integrale, welche seit Kill er s 
berühmten Arbeiten mit »len interessantesten Hesultaten heraclmrt 
worden ist, wird wegen der Wichtigkeit derselben bei Unter¬ 
suchungen über Gegenstände der Physik, der Wahrscheinlichkeits¬ 
rechnung eie., — wegen ihrer eigcnthiiinlichen I>etrachtnngsweise 
und als natürliche Weiterentwickelung der Theorie der Functionen, 
für den Mathematiker stets ein ausgezeichnetes Interesse behalten. 
Wenn »lie Vermehrung der ohnehin schon sehr zahlreichen Ein¬ 
zelheiten, welchen man auf diesem Gebiete begegnet, ohne Zweifel 
fortan wünschenswert bleibt, so gilt dies in noch höherem Grade 
von »lern Streben nach Verallgemeinerung, woilurch ott eine Ileihe 
isolirt stehender llesultnle auf eine gemeinseballlichc Quelle zuiiick- 
arcfübrl: werden und dann in sehr allgemeinen Theoremen ihren 

o 

gemeinsamen Ausdruck linden. Kinos der schönsten Beispiele fiir 
diesem EntvvickolmigNgang I»iUldie Integrale» welche man nach dem 
Vorschläge Legend re\s die Euler’schen nennt, und welche neben 
der hervorragenden Holle, die sie in praktischen Untersuchungen 
spielen, sich in theoretischer Hinsicht durch sehr merkwürdige, 
\xx stets grösserer Allgemeinheit hervortretende Eigenschaften aus- 
zeicbneri, darum auch der vorzüglichen Sorgfalt; werth erscheinen, 
womit, sie unausgesetzt von fast, allen neueren Geometern untersucht 
worden sind. Ungeachtet dieser vielseitigen Durchforschung bim ' 
jene Eu 1 er sehen Integrale der Betrachtung immer wieder neue 
Gesichtspunkte dar, welche weiter verfolgt, auch zu neuen llesultaten 
und theilweise zu Sätzen führen, welche an Allgemeinheit die bisher 
bekannten iibcrtrelTcn. Um in dieser Hinsicht nur Eines hervor¬ 
zuheben, wurde das Euler’sche Integral zweiter Art (die sogenannte 
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Gammafunction) für complexc Wertlie des Arguments l»is dahin einer 
ausführlichem Untersuchung nicht unterzogen, obgleich die ent¬ 
sprechenden Integrale nicht selten auflreten und nicht minder 

interessante Eigenschaften als die den Gammafunctioncii zukommen- 
den besitzen. 

Mit der liegrüridung von Resultaten hezeiclmeter Art wird sich 
die vorliegende Arbeit beschäftigen, wobei es nicht unterlassen 
werden soll, Resultate, welche der Rclrachtung zu Grunde ucle-t 

-Ort 

wtiden odei' gelegentlich uns neuen sich ergeben, und welche 

meines Wissens bereits bekannt sind, in jedem einzelnen Falle 
als solche zu bezeichnen. 

Wenden wir uns zur Sache. 


I. 


Wenn die beiden Ausdrücke 

'h*) und o 


fr (x,n) 


fÜl 


• einen zwischen den Grenzen * und ß liegenden Werth von 


,v sieh auf Null reduciren, ohne dass ihr Verbaltniss: 


cc bis a 


ß sich 



unendlich gross wird, so stellt das von . 7 * __ ^ , 

l __ _ __ 

ei streckende Integral dieses Quotienten die allgemeine Form einer 
zahlreichen ('lasse bestimmter Integrale dar, deren Wertlie in 
manchen ballen durch vorhergehende Verwandlung in Doppcl- 
intograle erhalten werden können. Zwei solcher Transformationen, 

an sich bemerkenswert)! zu sein scheinen, und zugleich 
einige später zur Anwendung kommende Resultate liefern, mögen 

hier vorausgeschickt werden. 

Fs sei eine Function der beiden Veränderlichen x, y, 
welche also in jedem einzelnen Falle ans , oder erhal¬ 

ten wild, wenn man y an die Stelle von h oder a setzt. Rildet 
man den partiellen Ditfereiitialquotienten dieser Function in Bezug 
aul y, multiplicirt. ihn mit dem Ausdrucke: 

d.v dy 








/ur Lehre von <I<*n bestimmten Integralen. 



uiul integrirt hierauf das Product nach x und //. resp. zwischen den 
Grenzen a, ,3 und a, b, und zwar zuerst nach y und dann nach x, 
dann aber auch in der umgekehrten Ordnung*, so erhält man die 

Gleichung: 



Man sieht hieraus, dass wenn in irgend einem besonder!! Fülle 


die Gleichung: 


(l F(iv,y) 

dij 


ip(.r) d F(.v,y) 


Hy) 


d x 


bestellt, oder, was 
Form 


sagt, wenn F(x.y) die näher bestimmte 



hat, das vorgelegte Integral sogleich durch ein anderes vermöge der 


Gleichung 



ersetzt werden kann, dessen Werth für besondere Werthe von a und 
ß sich oft unmittelbar angeben lässt. 

Oie gedachte Voraussetzung linde! z. 15. Statt, wenn 


H®) ~- v u,ul F(<■.») 


P e‘ v y f* q 


FcM’y 4 Qe v y \ II 


wofür f (//) = y erhalten wird. Setzt man ausserdem noch a 


o. 


ß 


oo, so findet man 



i 


p e h v 4 q 


p e ar -[■ q 


/ 



»2 hx 


Qt 




— > 


II 


j, Q e , h v | /; \ 


-J’-tJL. hu, j 

/' -) n i n h 


Ist ferner f (• , ‘) = •'*• »nil = e >!l also f (//) = y, so ergibt 

sich filr dieselben Wcrthe von a und ,3 die bekannte Formel: 
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oo 


« 





* - hiV _ 


✓ 


> <U- | 

J 


% 


a 


6 


vorausgesetzt, dass a und b positive Grössen seien 


Aus der zuletzt gefundenen Gleichung lassen sieh einige andere 

Formeln ableiten, welche des spätem Gebrauches wegen bemerkt 
werden mögen. 

Man setze a -f- h V~ —1 für a und a { -|- b x ]/ — I für b, und 
berücksichtige die Gleichung: 


huj 


n 


a 


f 5 V — i 
f b, v^i 


1 fl. 2 -f b L t /- ( h 

lo 9 .. : + V —1 [aretff 

l Oa 4 V a 


arcUj - J 

CI» | ' 


trenne auch unter dein Integralzeichen das Reelle von dem Imaginären, 
so wird man linden, 


/ / 

— yer~ (LV cos hoc — e~ n r v cos b { x^ 


\ n x * ! bi 

„m u 


O 


0 


OQ 

ilx 


A U X / 

TV* 


sin b .v — c: //, v ada b { ,v j 


arclij 


b 


a 


aretfj 


b 


« 


O 


Setzt mau in der erstem a x = n und b x = o und integrirt 
dann zu beiden Seiten nach a, von a bis oo, so linde! man nach 
Ausführung der betreffenden, einfachen Integrationen: 


oo 


e 


, — (IX 


1 — ros b x 


O 


<> 

X* 


(/,i 


(i ( b ’ \ b 

i % 1 ' + s) + a 


Für a — o folgt hieraus, wenn man zugleich 2 h für b setzt: 



oo 

sin b x \ a 

-1 dx 

x ) 


n 


b> 


O 


wie indessen auch aus der bekannten Formel: 


sin b x 

- dx 

X 


TT 


2 


o 


gefunden werden kann. 


► 
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Setzt man dagegen in der ursprünglichen Formel ay für a und 
integrirt dann beiderseits nach y zwischen den Grenzen a und ß, 
so wird man alsbald erhallen: 


oo 



a) C~ bx -}- 


g —afix — { > — aa.v 


a ,v 


ß log ß 


a log ol — (ß —)(< + log 


oder, wenn man, um abzukürzen, für ax , sodann 
zuletzt wieder a und b für a und ß setzt: 


h 


a 


k und 


b-.)< 

0 


fe. i 




e 


-hx 


X 


e —(tx 


= b log b — a log a — (b — a) ( I + log /c). 

Hieraus würden sieh auf ähnlichem Wege noch beliebig viele 
neue Gleichungen, ohne dass die Integration schwierig würde, 
entwickeln lassen. 

Setzt man ferner in der ursprünglichen Gleichung ausser ay 
für a auch noch by für b und integrirt dann nach y zwischen den 
Grenzen a und ß , so erhält man: 


r/ 


d x j (> -nax 


e — «ß-* 


o — h 'ix - £ — 604 ? ) 


a 


b 


(ß 


*) log 




a 


Schliesslich wollen wir aus den beiden Gleichungen, welche oben 
durch Substitution des Imaginären erhalten worden sind, zwei andere 
dadurch ahleiten, dass in der erstem by für b und b x y für b { , in der 
zweiten dagegen by für />, ay für a und o für b x gesetzt und dann 
jedesmal nach y zwischen den Grenzen 0 und I integrirt werde. Die 
Ergebnisse sind: 


/ —| b i e~ ex sin b x — b e~"' x sin b . x ; 

J »* \ ) 


I 


bb, ).>/<>!/ 


a , 3 + b , 


•z 


n 


(V 1 -f- ft 3 


-J- — urctg 


b 


i 


b 


a 


a 


b 


- arclg 


b \ 
4 * 


oo 


dx ( 

xd 


b — er ax (a sin bx -)-• b cos bx) 


t (t * — arct< 



b 


a 
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Dividirt man die erster« dieser Gleichungen durch l> und setzt 


h = o , so erhält man weiter noch: 


dx / 


u.v 


sin h y i 


x 




h 


O 




n 


•* 


i 







er 


+ U\ arctg 


K 


a 


Ä|. 


3. 


Kino zweite, theil weise der vorigen ähnliche Transformation 
henihl, nul der folgenden einfachen Bemerkung. Bezeichnet allgemein 
J (.i?y ?/, z , . .) eine homogene Function des u**" Grades von den m 
Veränderlichen //, % . . so hat man nach dem Theorem von 


Fuler die Gleichung: 


dO 


<10 


.v 


* “»— “j" V ~—F 

dx ' di) 


& 


dO 

du, 


+ • 


• » 


- uO. 


Bezeichnet nun ferner F ( e) irgend eine Function von 0, so lässt 
sich auch für diese eine, soviel mir bekannt, noch nicht bemerkte, 
last eben so einfache Belation aufstellen. 

d F 

Mulfinlicirt man nämlich die angeführte Gleichung mit - - uml 

ifl'l V*»** | ■ i tv b dO 

beachtet, dass: 


it F d 0 


d. xF 


x 



d 0 dx 


di 


F 


V 


( 0 ) 


und dass alle übrigen Glieder sich in gleicher Weise unurcstalten 

Ö 

lassen, so lindetiman: 


d . x F(ß ) d 

~ H — 


dx 


V ”(9) , d.ss F((t) t 

~\ ;- t • 




• • 


d 


uO 



r** 

o 


<10 


+ m F { 


(H) 


n 


d . 0 F( 0 ) 

d J) “ 


(m — n) Fr o). 


Biese Gleichung ist wohl der allgemeinste Ausdruck der 
charakteristischen Relation homogener Functionen. Fis ergibt sich 
zugleich daraus, dass für n d. h. für den Fall dass der Grad 

der Function 0 der Anzahl der Veränderlichen gleichkommt, die 

rechte Seite der Gleichung sich aufm . / — also wie die linke 

d 0 

lediglich auf I)iirerentiaI<|uotienten reducirt. 

Hier soll hlos von dem Falle rn — 2 des Weitem die Rede sein. 
Multiplicirl man die entsprechende Dillerentialgleichimg mit dem 

Ausdrucke 
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dx dy 
+00 


und integrirt sic dünn nach .r und y resp. zwischen den Grenzen 
a, ß und (u />, so ergibt sich, bei gleichzeitiger Umkehrung der 

Integrationsfolge die sehr allgemeine Gleichung: 


X.P 

/ dx ( 
J y(.r)V 


ft» 


r" r*d* 

aF w *"») +7 A ■' J 


d . x F(ii) 

dx 


a 


a 


p 


d 


+( - « 
Ot " 


X) J v 


.o ";;;; >+* r<»,) 


wovon die folgenden bcsondorrii halle hervoigehoben zu wtid< u 


verdienen. 


Für +(.*.•)=■ 1 ergibt sich unmittelbar: 




d 0 


+ ä / f (Q)l 


-J dx ^ F(%v { 


ft)) 


a F 


(D(.r,<n) 



(0 CP,»)) 


a 


F (6(a,j/)) J 


a 


(i 


Daraus folgt der bemerkenswerthe Satz, dass man zur Reduction 
des doppelten Integrals linker Hand» wenn nur 0 eine homogene 
Function n u " Grades von x und y ist, keinerlei Integration zu ver¬ 
richten nbthig hat, wie sonst F( o) von 0 ahhängcn möge. 

Ist /(()) als die Function gegeben, welche der doppelten Inte- 
gration nach x und jj unterzogen werden soll, so muss mau, um die 
obige Formel anzuwenden, erst A(0) uIs Integral der linearen 

Differentialgleichung 

V’ (77 


n o 



dO 


-|- 2 l<\u) = /in) 


ermitteln. 


Setzt man dagegen voraus, es sei I<\ o> = ^ gegeben. so 


folgt: 

C7 












W i n a k i e r. Ntwc Theoreme 



fl f 


1 Mese Resultate drücken zugleich neue Eigenschaften der homo¬ 
genen Functionen aus 


4. 


Itiicksichtlicli der Anwendung- auf bestimmte Integrale von dci 
Ait. 1 hezeichncten Art, bemerke inan, dass aus 
Gleichung folgt: 


dem Obigen die 


da 


/ a x / 

_ <P(x) (/' 


a 


A» 


al< 


(H(.r,</)) j 



F 


00 


+ CnO 


d, 0 \ d F( h ) I 


) 


dO j 


Um einen besondern Fall zu erörtern, sei hierin: 


und 


( K x >y) 


xy also n = 2 ; ip( f/ ) = x 


Dann erhält man: 


cc = o , ß 


oo. 



!) l i ( h x ) 


a 


1 



1 ^ , , dF(xy)\ 

- ( *( r n) + x v . *-) 

x v d • xy ) 


I-iihrl man für x eine neue Veränderliche t ein, bestimmt durch 


die Gleichungen: 


vy — t 


d x 


so findet man 


dt 


y 



toi* (ax) j 


(!) — a) 



0 


Di<*se Gleichung stellt einen der besonderen Fälle dar, welche 
dei in All. 1 bozeiehneten Classe von bestimmten Integrabm eigen- 

, n n 

thündich sind, bei denen es, im Allgemeinen, unsicher scheint, ein 
Integral von der form des linker Hand stehenden in seine zwei 
Best«m(itheile zu zerlegen und nach Transformation jedes einzelnen, 
dieselben wieder in ein Integral zu vereinigen. Man würde ein von 

<b*"i obigen ganz remhiedenes Resultat erbalten, wollte mau im 

eistin I heil b.v und im zweitim <ix durch die neue Veränderliche 
t ersetzen. 
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Die oben erhaltene Gleichung hisst sich unter gewissen Voiaus- 


mir 


oo Ver¬ 


setzungen noch näher ausfuhron. Gas Integral kann ollcnhar 
dann einen endlichen Werth erhalten, wenn ft^ für t 
schwindet. Dies vorausgesetzt und angenommen. es sei lür t = o 

der Werth von 


IF 


CO 


T 

•*U) 


ersetze man d . t F {/) durch (L (t F(t) 
partielle Integration sich ergibt: 


7o) und bemerke, dass durch 


! Fax 


t 


T + 


JO 


/ *oo 

~ (< % 

0 


To ) 


so hat man, wenn der erste Theil der rechten Seite verschwindet. 


die Glcichun 


o* • 

fct * 



t> F(j,j ) 


a 


ft 


(» - «> ßi ('" 

0 ‘ 


(0 



woraus hemmreht, dass unter den gemachten Annahmen das vor- 
gelegte Integral nur von der Differenz (b — <i) ab hängt. 


5. 


Um noch mehr auf Einzelheiten einzugehen, nehme man an, es sei 


F 


CO 


e 


e f 

u _ i 


Dieser Ausdruck verschwindet in der That, wenn (; unendlich 
gross wird, und der Werth, welchem sieh das i'roduct t F lür 
t = o werdend nähert, ist offenbar: 


T 
1 0 


\ 

% 


Man hat also die Gleichung: 


»oo 

{( X 


O 


' x / fr e hx 

x v — | 


a C ax \ 

| J 


c 


/ •OO 

dt r e l 

— I - 

t V e v — l 



Die Ermittelung dieses letztem Integrals hat nun keine Schwie¬ 


rigkeit, und 


gelangen. 


es ist sogar leicht auf verschiedene Arten dazu zu 

o 

Offenbar besteht die identische Gleichung: 


i 


>t 


\ 


4 


,2 t 


1 


21 


) + ( ' 


7 + i «-) 


(_!_ 

VC 3 ' I 


5 + ;) 
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Multiplicirl man dieselbe mit 


dt 


und integrirt sie dann von o 


bis go, so werden die Integrale} des zweiten und dritten Gliedes nicht 
nur endliche Werthe haben, sondern auch genau einander gleich 
sein. Vom letztem überzeugt man sieh sogleich, wenn man im 

dritten Gliede die Integrationsveränderliche ( durch ( ersetzt. Um 

2 

hd 

zu sehen, dass jedes Integral endlich ist, genügt es, die Function 
unter dem Integralzeichen für l =- = o zu bestimmen, wofür man lac- 

n 

tisch einen endlichen Werth erhält. 15s bleibt somit auf der rechten 
Seite nur allein das erste Glied stehen, dessen Werth nach Art. 1 


I 


log 2 ist und man hat das Verlangte: 


dt/ e f 

f V/>3£ - 

fl 


/ e< 


1 

\eM — 1 

2t J 

= ’ 2 


9 

<W * 


Wegen der besondern Wichtigkeit dieses Ergebnisses scheint 
es angemessen, dasselbe auf eine zweite,' völlig verschiedene Art zu 
entwickeln. In der Gleichung: 



*oo 


O 


dt 

k* f t* 


7Z 


2 k 


setze man für k successive alle ganzen Zahlen I, 2, 51, . . . und ver¬ 
sehe die Glieder der entstehenden Reihe, welche einem geraden 
Werthe von k entsprechen, mit denn negativen Vorzeichen, so wird 
man erhalten: 



oo 


<n 


i 


i 


i 


+— 


1 


• • 


0 


lä + i ! 2 *h-<* 3* ■+• i 1 


\ 

I 



1 + 7 

1 3 


*> 

<w 


4 


4~ • 


Da nun die Reihe unter den Integralzeichen (s. Euler. Intro- 

o \ 

ductio in analys. infinit. Cap. X) den Ausdruck 


1/1 7T 

/ \2l e*'— e 


K /■ 


und die Reihe rechter Hand log 2 zur Summe hat, so folgt 


*1 1 

r c %t i \ 

t 1 

Li*i# — 1 2 n l) 


r * 

(t 


Setzt man nun / für 7r/, so geht diese Gleichung genau in die 


oben gefundene über. 






























/.m* Lehro von den bestimmten Integralen. 



o t/ ♦ 


Das 11 os«1 tat dieser Rechnung ist also die Formel: 


jä.v / b 
y x w # — e 


a 


A.» 


e a x 


e— 



1 

2 


(a — b) loff 2. 


Setzt; man in der allgemeinen Formel des Art. 4 


Qi* 


V 




- * ^(.r) = X 2 > n 

X J 

<x = o , ß = 


0 


und rührt für x eine neue Veränderliche l ein, bestimmt durch die 
Gleichungen: 


xt =• y , dx 


y 


t 


2 


dt , 


so erfolgt: 




'<: >) 



d . t /'(j) 
■</1 


. dt 


I 


Setzt man auf der linken Seite für x und führt man auf der 

%V 

rechten die beiden Integrationen aus, so erhält man die weitere 
Gleichung : 


oo 


n 


d x (V/ b\hx 


> - « F^) - \t F 0) \~. hi, 


b 


a 


Auch aut diese Gleichung ist, hinsichtlich der Zerlegung und 
Iransformation der einzelnen Theile des Integrals linker Hand die 
im Artikel 4 gemachte Bemerkung zu beziehen. Der Irrthum, wel¬ 
cher eintreten konnte, ist hier wohl unzweifelhaft; denn man 
erhielte, indem x für hx und dann für ax gesetzt würde, für das 
Integial auf der linken Seite immer Null, was, wie man sieht, wohl 
in einzelnen hallen, im Allgemeinen aber nicht richtig ist. 

Um dies in concreto zu zeigen, nehme man an, es sei 


F t 


l 


(0 


so ist 


7 % (p + q#"*) 


i' noj: 


M 1 +1) 


und man hat unmittelbar das Resultat: 

Sit/,b. d. mothem.-nat.urw. CI. XXI. Bd. II. Mit. 


26 
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Oü 

d x p (j e~ ,KV 

- loq - 

; ,7 p -f- (f c— ax 


x 


lof) j . log -f 


<± 

P 


Um einige weitere Anwendungen zu machen, setzen wir: 


F 


(0 


f ('+ r )' 


und erhalten 


oo 

/ dx 1/ U \ ox / k 

I —/( + rr) —(i + “ 

• ' x (v n x / V ax 


k \ k - 1 


k 



Setzt man sofort für Frq die Ausdrücke: 


o 


>k 


I 


1 


I 


t * (k+ty 


; — ar 

t 





und 


1 

t 





e— ne * 


\ 


e 


tu 


1 


e 


t 



b 


a 


so wird man leicht zu den folgenden Integralhestiminungen gelangen 


fr 




i 


t/ 

0 

x ((k ~h bx) u 

(h -f ax ) n ) 

x*oo 

1 dx 


— arctg e ar ) 

i/ np 

0 1 

1 arctg e v - 

s* OO 

/ d x 

l arctybx 

arctgax j 

\,y t» 

o 

\ 1 — t— hkx 

1 - e—akx j 


i, j 

lotj 


k>t 


a 


n b 

v loq - 

4 J a 



l) % : 




Die Werthe, 
lassen sich indessen 
betrachteten Fällen. 


welcdie tF(t) für / =* o und L = oo anuimmt, 
nicht immer so leicht angeben, wie in den eben 
Als Beispiel hierfür kann der Ausdruck 


(l \ m)H v- 
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dienen. Wir werden einige Fälle dieser Art näher erörtern. Die¬ 
selben beziehen sieh auf die sogenannte Gaminafunction, mit welcher 
sich das Folgende weiter beschäftigen wird. 

Setzt man in der früher erhaltenen Gleichung: 


/ dx t 

— [ er** 

X v 

O 


e 


—p.V 


log - 


welche nur gilt, so lange p und q positiv sind: 

p = 9(0 * <1 = ^(0 > 

setzt man voraus, dass ^(/) und f für alle zwischen o und <x> liegenden 
Werthe von t positiv bleiben, inultiplicirt man ferner die obige Glei¬ 
chung mit f(t)dl und integrirt sie zu beiden Seiten innerhalb der 
Grenzen o und <x>, so ergibt sich die Gleichung: 



O 


►<X» / • <X* 

Lv / v , 

- JIV) (<r- 

,x o 


» KO — c — ,rc p(0^ dl 



g^dl. 

HO 


Bezeichnen nun «, />, a, ß positive Grössen der Art, dass 


a : a 


b : ß 


und zugleich jedes dieser Verhältnisse grösser als die Einheit ist, 
so kann man, den obigen Bedingungen entsprechend, setzen: 

(f (t) = at — ol log l , tp (t) = bt — ß log l 
- = - mit k bezeichnet, so ergibt sich 


und wenn man 


a 


a 


V(0 

9(0 


1 

I: * 


Fügt man diesen Annahmen noch die weitere bei, dass 

f(t)= fr - 1 cr m K 

so geht die obige Gleiclmng über in die folgende 



f<x.T | p,—I (rt.i’-f m)t 




log k. 



oo 


e 



O 


i):i nun: 


e~ nl dt 


IjCV) 


l) 


so ergibt sich, wenn man zu beiden Seiten die Integration in 
auf t ausführt, die Gleichung: 



20* 


zug 
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d .1 


l '(0LX I |J ) 


1 (\ ir I V ) 


O 


»r )(rt.'»? |- m) a,1 4 l A 


(J)X I w)ß r I |A 


r ( iQ 

mV- 


loff k. 


Lässt man a und ß in der Art ohne Lude abnehmen, dass 

x k bleibt, so erhält man ein in Art. 6 gefundenes 



Resultat wieder. 


Bezeichnen nochmals a, b , a , ß positive Grössen, welche der 
Proportion a:cc =b:ß Genüge thun und setzt man jetzt: 


cp (/) 


((t • f a) log (1 -j- ri ) — a log I , 



(0 = (!> + ß) log (1 4* rt) — 

m tv-— * 

wobei r* an, //. positive konstanten vorstellen mögen, so erhält man 
unter diesen Voraussetzungen: 


u n d 


9 (0 
*(0 


a 4- ol 


h \ ß 



l r *- r ~\ I*- 1 


/fir-j i u I 


( I -p rt )(«4-«)•*’{ " l -\ v 


/ <*> 

- 

(1 


(I {- rt)( h bß)* I v- 


l\> - Ult 


O 


(1 | rt ) m \ r 


oder also, wenn man zu beiden Seiten die Integration in Bezug auf t 
ausffthrt: 



r 


I ''(tur f w) I (ot.r-f \t.) 

f 

l’( (u { a).c4 m 1 i>) 


p ,. *Y /, - r i «0 **(ß r i iO( 


0 


r . (m) r M . log ^ 

IYm 4- (A) * a+a 


Wie man sieht, ist der Werth des Integrals von der positiven 
Grosse r unabhängig. Setzt man r I und lässt man x und ß so 

: —* x bleibt, so kann man die 


3 = 


verschwinden, dass beständig ß 

Gleichung durchgehends mit dividiren und dann der Kürz« 
wegen n für m + l x setzen. Man erhält dabei die Gleichung: 


(t x (* ( 

x lr(D^ 4‘ n ) 


> 


A.< | m)\ 

!'(/'•■ I «)> 


IV») . b 

TT— % - 
I (u) « 
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Es ist klar, dass auf einem Wege, welcher dem bisher einge- 
schlagenen analog ist, noch viele andere, mehr oder weniger 
allgemeine Formeln erhalten werden können. Man könnte z. B. die 
von selbst einleuchtende Gleichung zu Grunde legen: 


k ou 


in I 


f(t) . ,*-•••?(o di 


m 


0 


(1 


a 


wofür wir als speciellc Anwendung nur den Fall bemerklich machen 


wollen, in welchem 


J 


Man erhält, unter der Voraussetzung, dass k eine positive 


Grösse sei, die Beductionsformel: 


M\ -k\v) 


< 


M i 


t~ m c' dt 


a 


11. S. W. 


Theorem. Bezeichnen a,b,k positive Grössen und 
a, ß zwei positive ganze Zahlen, welche der Proportion: 


a : ol 


G eniige leisten u n d se tz t in a u w i e ü I) I i ch: 




O) 


x^ 1 c x dx , 


n 


so findet in vo 11 er A 11 gerne in heit die Gleichung Statt: 

* 


j i ^ k ^ F ^ ^ jj ' | ,{1,1 'j 


v//f4-(ct l)A 


»Pt 


a 


(Z”V 


-(«-fO / 1 > +- : - 


''D't 


)...!■( 


VM-(ß-i)" 


Um diese Gleichung ausschliesslich aus Gründen der Integral¬ 
rechnung und zwar ohne Benützung von Beihen herzuleiten, mache 
ich von der bekannten Formel Gebrauch, durch welche der Loga¬ 
rithmus der Gammafunction in Form eines bestimmtem Integrals 
dargesiellt wird. Man erhält eine solche Form, wenn man in der 


Gleichung 
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die Substitution: 



log ,ü 


t( 


e 


—t 


’! .r A 


(/ 


macht und die Infegrationsfolge umkehrt, wobei dann l\/c) als gemein¬ 
schaftlicher Factor heraustritt, so dass man schliesslich findet: 


(I log r (&) 


dl: 


/ oo 

t(« 


—t 


0 


i 

(i I t)k 


Integrirt man nun diese Gleichung nach k, indem man von dem 
Anfangswcrthe k = 1 ausgeht und beachtet, dass l\i) — 1 ist, so 
ergibt sich alsbald: 


%!'(*> 


f : i( /*• - -1 )'•' i 


i 


i 


/ 


0 


(i-Vl) k log(i f t) (I \ l)lofj(i i/)( 


Diese für das Folgende nicht ganz geeignete Form Hesse sich 
unmittelbar vereinfachen, wenn man sich erlauben würde, das Inte¬ 
gral zu zerlegen und den auf die beiden letzten Glieder sich beziehen¬ 
den Bestandteil dadurch zu transformiren, dass man / für log (1 +/) 
setzte, und nachher die Integrale wieder in ein einziges vereinigte. 
Da aber gegen die Zulässigkeit dieses Verfahrens Bedenken in 
Schriften erhoben worden sind, und zwar aus Rücksichten, deren in 
Art. 4 und 6 bereits Erwähnung geschah, so wollen wir die gedachte 
Transformation auf anderm Wege zu bewirken suchen, welcher wohl 
vollkommen strenge ist. Setzt man k -f- I für k und zieht dann die 
obige Gleichung von der hieraus entstandenen ab, indem man auf die 


Formel 


r 


(*+i) 


kW, 


(ft) 


Rücksicht nimmt, so ergibt sich: 


und für k 


log k = 

1: 


rdt j 

J t r 


t. 




n 


(l+t) Ä T i log{i -H)| 


0 


o 


dt ( 

—- {<!-' 
t 


( I I tj~ tot/ (I -f () 
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Multiplicirt man «1 io letztere Gleichung mit k — 
dann von jer frühem für log IV*) ah, so (i Ildet man: 


1 und zieht sie 


CO 


lo(J !’<*> 


(t i 


(/(-1 )< 


0 


\ |0 |(l M> 


1 . +. 

I I ; (I +0‘ 


Transformirt inan schliesslich dieses Integral, indem man 


1 -f t 


V 


dt 

t 


d x 


i 


e—' v 


setzt, so gelangt man bald zu der Gleichung 


co 


l(Uj IV*) 



k — \ 


I -e—_ 

_\ // r» 


t 




) 


(lv. 


i) 


welche nun die oben gedachte Form besitzt. 


9. 


Dieses vorausgesetzt wollen wir nun, der Ordnung nach, einmal: 


k I: -| - h I; + %h 


I; | - { a ' l )b 


• —• ^ • 


a 


a 


a 


n 


und dann 


fc k a> ^4’ 


• m 


h 


h 


b 


k + (j3—i)a 
b 


für k setzen und der Kürze wegen 


A 


B 


ii inVl'VV) 'I 
r(r) r(T)' ’p? 


A -V < oc—I )t> 


<r. 


|-( (H- I )<• 



* i e i (* 




Die letzte Formel des vorigen Artikel liefert dann wenn man die 
jeder Reihe von Wcrlhen der Grösse k entsprechenden Gleichungen 
addirt, so wie auch die zum Vorschein kommenden arithmetischen 
und geometrischen Reihen summirt, die beiden folgenden Glei¬ 
chungen : 












































4ü<) 
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ß(ß-t) a 

2 b 






Setzt man in der ersten dieser Gleichungen ax lind in der 
letztem bx für x, so wird man nach einigen nahe liegenden Umge¬ 
staltungen linden: 


log A 



ah — (a -{ h) 


•) 

- 



ax 


a 

- e 


a 


ax 


e ax — l 


+ 


(1 — e — «*•*) e— kx 
( I — e—w) (I — er-*#) 


log B 



+ 


ßa — (a | h ) 


'l 


e 


bx 


ß , 
*> tj 


bx 


ß 


bx 


i 


(1 — e— ß«*) e—tec 


0 


c 


>—- ax 


)(i 


e 


bx 


Zieht man nun diese beiden Gleichungen von einander ab und 
berücksichtigt, dass vermöge der in Art. 8 vorausgesetzten Pro¬ 
portion: a:a 


die Gleichungen: 


r 

b 


a 


a 


b:ß 

ß a 


ab 


stattfinden, und dass also die beiden letzten Glieder der zwei Inte¬ 
grale sieh gegenseitig auflieben, so findet man unmittelbar die fol¬ 
gende Gleichung: 






e 


—nx 




oder, wenn man das erstem Integral nach der entsprechenden 
Formel des Art. I efieetuirt: 
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A a / 

0,J u +«e + 


ab — (a -|- h ) 
% 


) *» \ 


'fr fl O 3 + (st 


a 


1 


( >U.V - 1 


o 



Gas letztere Integral, auf dessen nähere Bestimmung nun Alles 
Äurückgefttlirt ist» lässt sieh mii Hilfe einiger schon früher ahgelei- 

tel.en Formeln finden, womit wir uns nun beschäftigen werden. 

10 . 

Von den verschiedenen Wegen, welche sieh zur Ermittelung 
jenes Integrals bezeichnen lassen, schlagen wir den folgenden ein, 
der, wenn auch nicht am nächsten liegend, doch am kürzesten zum 
Ziele führt. 

Man setze in der am Schlüsse des Art. 8 für log Fm angeführ- 

1 

teil Formel k = - mul berücksichtige, dass, wie bekannt, F(i) = Yn 
ist, so wird man linden: 


I 


• -fr ! ~ i ‘ 


X 


1 


ix 


* 


,>V — | 


+ 


C 


e x — I 


n 


mul, wenn man hierin einmal ax und daun hx für x setzt: 


*) 


o 


2 


e 


a.v 


i 


e ax — [ 


+ 


e 


1 

2 


ax 


e nx 


\ 

) 

I 



1 

- e~ bx 

2 


t 


Ibx 


C^ x — I 


+ 


bx 




Multiplicirt man nun die erste dieser Gleichungen mit a und 
die zweite mit ß und zieht dann beide von einander ah, so erfolgt: 


I 


2 


(«—£)%* ji(/3<r ** _ « e —) + [-J— 


a 


o 


e “ v 



4 




00 , {f*x 

( a e 


3 e 


4 (> r 


O 


( 


ßfl.V _1 


e 


bx 


I 


Das erstere Integral ist genau das zu bestimmende; clirniniren 
wir es aus dieser und der Schlussgleichung des vorigen Artikels, so 
erg ibt sieh: 
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. A a / 

lo,J n + « ( Ä 4 


a A — (« | A) 



a 


A 


* 

(a 
2 v 


,3) log k 


fdx j iS« 

./ a? ) e A - r 


A.r 


4 «ra? 

»* 


ö 


i 


c " 


-M 


w as endlich das letztere Integral betrifft, so kann man sich 
leicht überzeugen, dass es mir dann einen endlichen Werth hat, 
wenn die Grössen a< b, a, ß in der bisher vorausgesetzten Proportion 
zu einander stehen. Um aber diesen Werth selbst zu erlangen, setze 

oc 

man ß —* />, mul zugleich auch %x für a\ so nimmt jenes Integral 

// 

die Form an: 


oo 



be bl 


ae nx 


- _-L 

f>2bx _| tflax _ 11 

w 

in welcher wir es, Art. betrachtet und vollständig bestimmt haben. 

Dem dortigen Ergebnisse zufolge erhalten wir: 

4 a % & 

- (a — b) log 2 oder — (a— 



Unsere Gleichung ist nun von Integralen gänzlich befreit und 


heisst: 


log 


A 

II 


-(/<+ 

a \ 


«A (a f-A) 


2 


\ a 

J °y b 


I 




\oc ß \logrc 


I 


2 


(« — ß) log 2 


oder, wenn man für A und //die früheren Ausdrücke wiedereinsetzt: 


log 


'C I l'(‘r) If: I 


1 ( ^**1 ( ft — 1 



a 


I Ir) I '(*4111 




).r( 


k | (ß-l Id 


' (« — ß) log 2 n -f k + - 


aß — (a f ß) 


2 


) % 


Geht man von den Logarithmen zu den Zahlen über, so ergibt 
sich, wie man sieht, die in Art. 8 aufgestellte Gleichung, womit 
also der Satz begründet ist. 

11. 

Die Beziehung, welche soeben nachgewiesen wurde, scheint 
der allgemeinste Ausdruck des sogenannten Multiplications-Theorems 
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zu sein, welches eine der schönsten Eigenschaften der Eule raschen 
Integrale zweiter Art darstellt. In der Thal lassen sich alle bis¬ 
her bekannten Formen desselben als specielle Fälle aus unserer 
Gleichung ableiten. 

Wir wollen zunächst a a und (3= ft setzen; dann findet sich: 


• t )•( , H ( , ) rt 


l)* 


U 



{("-M #, A-| 

0 


ab — (a f- b ) 


Specialisiren wir noch weiter und setzen h = I , sowie auch 
der Kurze wegen ka für k, so erhält man hieraus: 


r„„rK)'K) '■('v)-^> 


1 


. a 


j ’(*«)• 


Diese letztere Gleichung ist bekannt und wurde zuerst von Ga uss 
in den Comment. Gotting, recent. tom 11. a. 1S1Ü durch Betrach¬ 
tung unendlicher IVoducto gefunden. Viel früher ward bekanntlich 
von Euler das noch speciellere Theorem entdeckt, welches man 
erhall, wenn in dem («auss’schen k --o gesetzt wird. Um dasselbe 
auf kurzem Wege ebenfalls herzustellen, denke man sich die letztere 

o 

Gleichung zuerst mit k multiplicirt und bemerke, dass beziehungs¬ 
weise auf der linken und rechten Seite derselben die Ausdrücke 


k IV/, 


(*) 


r 


(I \Jc) 


lur k = o resp. in n = 1 und - V 

K J a 


: k\\ak) 

I 


1 


a 


V 


( I f b'X ) 


(0 


übergehen, so dass man hat: 

tt 



i 




H«-i) 


1 

(l ** 



a — 1 


welches die Euler'sche Gleichung ist. 

O 

Schliesslich mögen noch einige besondere Fälle der allgemeinen 
Gleichung erwähnt werden. 

Setzt man in derselben k = o und berücksichtigt, dass der 
Ausdruck 
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a 


für k — o sich der Grenze * anschliesst, so findet man weiter die 

h 


Gleichung: 


r (i) r (4K(*;).r(<-'>‘) 



• • 


... r( 


CP-!)- 



( 2 *) 


.! («—ß) (b 


11 


«3 -(« l 3) 


2 


welche auch noch stattfindel, wenn man a = a, ß = b setzt. 


12 . 


Theorem. Bezeiclinen m b, k, tn, n positive Grössen 
u n d cc 9 ß zwei p o s i t i v e g a n z e Zahl e n, w o I c h e d e r Pro¬ 
portion: 


a : a 


b : ß 


Genüge leisten, und setzt man 


u 


~f-oo 

( ,m.v—ne C()H ( j x 


9 


V 


C mx-nc v s i u y, v ( /, v 


*oo 


s o d a n n : 


U 2 4 “ v 2 


II 


(m.r) 


9 


r 


u 


H 




so finden die beiden folgenden Gleichungen Statt: 

V« «/ V n u) \ a a) \ (t 




k j-2 a 


t) "( 


avei 



_ ,2ir/” P /-»x*5*+«ß-(«+ 

, ftrtt / V fl ) 

fkr\ v / k + b r\ /fc-h2b r\ 

„ - ) + *rctg f aretgB (--- , J + • . 


k ~f (ct— 

- 1 )h v ^ 

. tt 

**) 

*+(p- 

-i) a 

b 

) 

’Tj 

. r A: 1 

26 r ^ 


(k r 

arctg W I — , - 

V. h b 


-f arctg H f 
-f- arctg B f 


k | ■ (a I )b 


a 



ct 


a 


r log u = 


k | a 

b 


• ! ) + nrclg (h) ( 


k | 2a 
b 



0 • 


. — \)a r\ p 

-f- (trctg B ^ - , - J -f- -- r log b. 

Wir werden im Folgenden auch diese beiden neuen Gleichungen 
nur aus Gründen der Integralrechnung und ohne Einmischung des 
Imaginären herzuleiten suchen. 


ß 
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Man gelangt hierzu am leichtesten durch Betrachtung der 
Relationen, in welchen die auf r bezogenen DilVerentialquotienten 
der Integrale u und v zu einander stehen. Es ist nämlich: 


du 

dr 


/»4«> 

I x. 


-j-ao 

tax ne fj* . dx 


OO 


dv 

dr 


-{ Oü 


~f- / x.c mx ~ n<> . cos rx . rf# 


oo 


Da nun : 


v = 


O 


» oo 

.V 


( c 


—«tf 




nj/r 


CO 


). 


so folgt: 


oo 


du 

dr 

dv 

dr 


(f 


<iy 

!/ 


ve 


»n 




»oo 



< - 


4- ue 




/ e mx ~ 

-OO 

/ '*+«> 

(i mX ~ 


'tH n) e sinrxdx 


%v 


»'(I K‘/)<‘ (X)S VX ilx 


und wenn man für x eine neue Veränderliche z f bestimmt durch die 
Uleichung 


(I + y) e m 


(! 


X 


z — tot) » 1 -f y) 


cinfülirt, zugleich auch bemerkt, dass alsdann: 


}-oo 


.w 


C „uv-n{i+y)c ' 8 } u y x (Ix 


v cos (r log (I |- //))-- u sin (r log (1 ~f y i) 


OO 


(1 I .'/) 


m 



-*(- oo 




? ,,UN ~ n V 1 . cos rx dx 


u cos (r log (I f t/i) I v sin ( /* log (1 + ?/)) 


OO 


(i + ?/) 


m 


so erhält man durch Substitution dieser Ausdrücke: 


dr 


du 

/'»OO 

_ M? 

<— jv* 

dr 

o y 

t/i? 


/»OO 


dv 

/ dy 



y 


v cos (r log i! -f //•) — u sin (rlog 1 1 -+ y))) 


(t l y) 


in 


\ 


uc J 


n cos ( r log ( I | i/)) -f v sin (r log (1 f y ) ) 


(• + !l) 


in 


Multiplicirt man tlie erste dieser Gleichungen mit u , die zweite 
mit v und addirt dann beide: multiplicirt man hierauf die erste mit v, 
die zweite mit u und zieht dann beide von einander ab, so ergibt sich 
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du di 

u — + v — 


dr 


dr 


( U' z -{- V 2 ) 



sin (r log (I | ?/)) 


(• 


n 


(> • u) 


in 


U 


dv 

dr 


du 

- v — 
dr 


+ (« 3 + 


»«) f' !> L-“» 

< u I 


ros (r log (I | y)) 

(i +ü/) w ‘ 


oder, wenn inan der Kürze halber c für 1 y setzt: 


d . log (u 2 f v l ) 

dr 






c 


, -mx 


ros r.v 


Aus diesen beiden Gleichungen lassen sich zwei andere ableitcn. 
Integrirl man nämlich nach r, von o bis r, und bemerkt dass für r=- o. 



ist, so findet man unmittelbar die Gleichungen: 


log (u 2 -j- v 2 ) 



ros r.v 






sm r.v 



y 


welche an sich bemerkenswert!! erscheinen. 



In diesen beiden Gleichungen wollen wir nun der Ordnung nach 


einmal 


k 

k + h 

k | 26 

4 

a 

* “ * 
a 

a 

lind dann: 



k 

k -f n 

h 4- 2a 

% ’ 

i, * 

b 



* l (ß — r .. 

- f u r m 9 

I) 
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setzen und der Kürze weeen bezeichnen: 


P 


\ a 0 J V <i a) 


• • 



A-f (a—1 )h 


a 


u 


nffanr 


Ä* | II 



0 0 0 0 



t+(fl-l)a 


•;) 

■vh 


ferner: 


T 


arcti, 0 ( ~, £ ) + arcUj © (^, 7) + • •. + arctff 0 (— ~- . 


Af(ß— l)n r 


S = arctg ) -f- a rctg ®(^,~)+... + artig# ( 

Addirt man nun <1 ie jeder Reihe von Werthen der Grösse m ent¬ 
sprechenden Gleichungen und bildet zugleich auch die Summen der 
zum Vorschein kommenden arithmetischen und geometrischen Reihen, 
so ergeben sich die folgenden vier Gleichungen : 


log P = log A z 







worin A und // dieselbe Bedeutung wie in Art. [) haben. 

Setzt man m der ersten und dritten dieser Gleichungen ctx für 
x und in der zweiten und vierten bx für x f so ergibt sich: 
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- log A 


•> 

IS* 


a / , a — 1 \ 

«(*+- r0 l0( J ni 


/ioo 

I Iros r.r I (j—Ar.r . ( {— e 

'l X ( 1 — e~ av )(\- 


•aba, 


•) 


)(i '") 


dx 


% Q 



«> 


6 


g _ j 

(4 -f- - - «J / 0<J u ‘- 


-I 2 


oo 

cos r.r I 


c 


/f.i 


• (I-6-P« r ) 




a? 


r 



OO 


e/. 


i* 


C —ax 


a r. 0 




,//.r 


(J -e — 1aw ) (1- er-b-v) 

sin r.v e ~ liX (I - e « / '- r ) 

• -* — • ~ _! 

X I — e — bx 


dx 


0 


oo 


s 


dx 


0 


r \ 

-< ß r . c 

1 — e— äx J 1 


Ui 


fix sinrx e — A: - r ( I — «—f*"- r ) f 


x 


I 


e —a.v 


Wenn man nun die erste und die zweite, sodann die dritte und 
die vierte dieser Gleichungen von einander ahzieht und , wie in Art. 12 
geschehen, voraussetzt, dass aß och sei, so ergibt sich: 


loa 


r 

<> 


2 % , { 1 (ß~ a ) ll> !/ » 


T — S 


^oo 

« fj 

- r c f dx 

a J 


O 


( a**— ne 
v — 


h e ne 


ft.r 


r> -a.v 


1 


e 


bx 


oder, wenn man die 


A 


Werthe von loa und 

J li 


des (ihrig 



enen 


Integrals aus den Schhissgleielumgen resp. der Art. 10 und (5 


suhstituirt: 


lof/ 


/' 

Q 


(cc — ß) lo(j + (2 - k + ccß 



a 


b 


T — S 


a b 

r log 

a a 


, h 

— r log - 

b J a 


Setzt man hierin die früheren Ausdrücke für P 9 (J , l\ S ein 
und gellt darin hei der ersten Gleichung von den Logarithmen zu den 
Zahlen über, so erhält man unmittelbar die Gleichungen, durch 
welche der Satz des Art, 12 begründet erscheint. 

14. 

Aus den Gleichungen, welche gelegentlich dieser Demonstration 
erhalten worden sind, lassen sieh leicht noch einige weitere Eigen- 

w 

schäften der Functionen II und H ableiten. 
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Dies beiden EndsrloichuiiKen des Art. 1 't heissen, wenn man 

u O 


V 


darin für u 1 | v' z und die angenommene 

u 


Bezeichnung setzt 


I 


l'CfJ ® ( ni) r 


) 


/ *° 0 

e— mx cos rx 

— 

\ — e~ x x 


I 


tLv 


o 


oo 


arcltj 


«. 

o 


1 


d x ( . 

- \re v - m 

— e— v { 


sin rx) 

#—mx _ [ 


x 


\ 


Setzt man hierin m + I für m und zieht dann diese Gleichun¬ 


gen von den neu erhaltenen ah, so ergibt sieh: 


I II 1, r) 

- loa - — 

II (m t r) 


2 


m , Idx ... 

% + / - - (i 

n J x 

o 


urvig W ( ,„ | 


nrc 



iii.r) 



- c 


mx sin riü 


x 


0 


cos r a?). e 


-i;i. r 


Führt man die Integration nach den Formeln des Art. 2 aus, 


so erfolgt: 


O 



(l — cos r.r) c 


mx 


M; 


chtiogen: 


»oo 

d x 

— er nhV sin rx 

x 


o 


I li),J t 1 


arclij 


r 


m 


«> 


m 


ui erhält nun durch Substitution dieser Wertho die Glei- 


| 1 ./ ) = ' , y ~ r) 

fr 


(h) 


( m, | i, /) 


r | m (**)(/»,/•) 

m - - r B ( m, r > 


Setzt man dagegen in den beiden allgemeinen Gleichungen, von 
welchen wir oben ausgegangen sind, I - in für m und r für r, 
so ergibt sich, wenn man jene Gleichungen zu den ihnen entspre¬ 
chenden neuen nddirt und bemerkt, dass 11 eine gerade, W dagegen 
eine ungerade Function von r ist: 


Sil./.l». il. lnatlicin.-nnturw. CI. XXI. IUI. II. IUI. 


7 
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I 

“ t () fl r) Il( | — ///, /•) 


/ l oo 

er- ,HX + e( m — f) A cos rx 

■ — 


i 


ä* 


v 


n 


artig (i {m>r 


) 


artig H< 


/ -oo 

e ( m — 1 ) v — e 

1 — c—x 


mv sin rx 


x 



<< / 


O 


oder, da: 


J (m) I (1— tn) 


K 


sin m n 


so kann man diese Gleichungen nach einigen Transformationen in 
folgender i'orm schreiben: 

1 


log H(m,r) 11(1— m, r) 

W 


Ion 


TT 


n sin mn 



oo 


e( '* m — 1 ) r f* e—( 2m — * 1 — cos ‘i rx 


e .v 


o 


uv da — artig W ( , 


m 


) 


>-/ 


- C—'V 

oo 

(>(2m —1 


d x 


x 


er-( 2ni - 1 )•» sin 2rx 


CA' 


d x. 


e— c 


x 


O 


Nun fand Poisson in dem „Memoire sur Ja distribution de 
I öleetrieitö . . (Mein. de rinslitut. Annee 1811« 2* Partie) mittelst 
Reihenentwickelung die Gleichung: 


s% * 

I e n.v . j Q—m 


>h ir 


~b it 


——. 9 


sin bx . dx 


j c 1 


e — x 


2 d ,K {- % cos an 4- c~ ,,ir 


a 


+ 




Ich werde daraus, blos durch Integration nach (> und a andere 

Fonhein ab leiten« Läset man dabei jedesmal das Integral mit o anfan¬ 
gen, so wird man ohne Mühe linden: 





c hir | % cos an -f* e - /,Jt 
'i ( I j- cos an )> 



Es lassen sich also 
wir oben geführt worden 

a — 


die beiden Integrale angeben, 
sind. Setzt man nämlich 
2 m — 1 und b = 2r 


auf welche 


























I 
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mul geht dann in der ersten Gleichung von den Logarithmen zu den 
Zahlen, in der zweiten dagegen von den Rogen zu den Tangenten 

o o n n 

über, so gelangt man zu den folgenden Relationen: 


(/»,/•) ■ 1 (I #*,/•) 


0 (m, r) B( I m ,r) 

I I Ö(iw.,r)0(l m, r) 


e * rK —2 ros 2 m k -I e ' i, K 


|.—. c 2 rjt 


l i C* 


cotj) am 


welche so lange gelten, als o 


m 


I ist. 


Wir fügen hier noch die Gleichungen hei, welche sich aus 


Art. 12 als speciellc Falles für a == a, ß = b 


- m a ergehen. 


Setzt man ausserdem noch ra an die Stelle von ?•, so erhält mau 
jene beide Gleichungen in der folgenden Form: 


(w,r) 




M 


« I 


a 


i in <i 


mn , ra\ 


arctg W( w m*) ~|~ an 


, '1 -j- arctg ( H )f™ l , >~ \ -j- . . . 


i t\( a — i 

-|- arctg H >»■ j . /• 


it 


=» arctg W( mn, rn ) — ra log a 


worauf wir alsbald zurück kommen werden. 


Die Function li lässt sich für einige speeielle Werthe von m 
näher bestimmen. Setzt man in der ersten der soeben erhaltenen 


Gleichungen m 


, so ergibt sich: 

2 


"( ) 


n e rn I r 


Ausserdem lässt sich leicht zeigen, dass jene Function für alle 
positiven ganzen Zahlenwerl he von ai gefunden werden kann. Setzt 


man zu dem Kode zunächst m 


I , so folgt: 




t t\—cos rx dx 

1 1 ° 9 J —^ r ■ - • 


/) 


Man kann das letztere Integral aus einem andern ahleiten, 
welches Poisson am oben angeführten Orte fand, und wonach 

*>7 * 
hJ 4 


















W i nr k I c r. (Nt'iir I Iidoiciud 



sin a:v 

- dx 

e x I 

O 


1 

2 


K 


(tun | (>- (in 

(tun (> an 


I 


a 


lntegrirt mau diese Gleichung nach a 9 von o angefangen, so 


erg’ 

o 



JlC n * 



oo 


cos ax 


d x 


1 


ikV 


I 


X 


2 % 


(*an _ . (\ —an 


2 an 


o 


Setzt man also a — r, subslituirt dann den Integralwcrlli in die 
obige Formel und geht von den Logarithmen zu den Zahlen über, 
so findet man: 


11 


1 


2r7r 




nr e rK — e~ 


Dies vorausgesetzt wollen wir in der oben erhaltenen Gleichung: 


II 


m z f r 


(tu | 1 , r) 


li 


nr 


(:»h r) 


der Ordnung nach t, 2, W, . . . m —1 für m setzte und daun alle 
'Gehenden Gleichungen mit einander multi|diciren. 

Man erhält daraus das folgende Resultat: 



11 ( m y r 


) 


1 


• (r 3 + I 3 ) { r 3 |- 2 3 ) . . . (r®+ (m— i) 3 ) • 

ri* m 


Setzt man dagegen 


t :: !> 7 


—' *> 


^ • • • • 


•I *> ‘J o 

IW w 


2 m I 


2 


2»tt 




>I'K 


er 


für m , multijdi 


cirl abermals die entstehenden Gleichungen in einander, so findet 
man die weitere Bestimmung: 





o 






Für m 


o er 



























y.ur Lohre von * Ion hoslimiulon fiitogrftloii 


410 


oder, wenn inan den Werth von ^ einsetzt 




l 


2k 


) 


<p i'i'K _|» nx 


Schliesslich wollen wir in der, Art. 14, für die II Function 
gefundenen Gleichung setzen: 


m 


o. 


so gellt jene Gleichung über in die folgende: 

| 

Setzt mau hierin n — 2, so ergibt sich fiir II ^ ( , i-J der oben 
gefundene Ausdruck wieder, wodurch die Resultate verilicirt sind. 


2k\" * c rn —'C~ 


<»r/*rr (t—nm 


t6. 


Die Fundion II lässt sich ferner in ein unendliches Product 
entwickeln. Wenn man nämlich in der Gleichung: 


t 


% H(wi,r 


) 


/ i® 

e —m;r eos rx — ] 

-- - (Ix 

| — 0—X x 


o 


das rechter Hand stehende Inteffral unter der Form: 


/ ■* oo 

ros rx — 1 i 

* X 


o 




•• -f I *)> _J_ )-2).r _J_ . . X d , c 


betrachtet, und berücksichtiget, dass vermöge einer in Art. 2 ent 
wickelten Formel: 



l 





I . (m+ «)* 

* *°9 TTTirrTS 

,1 r f- (m 4- ä)~ 


so wird man, durch wiederholte Anwendung der letztem und wenn 
man schliesslich von den Logarithmen zu den Zahlen übergeht, die 

folgende, stets convergirende Darstellung durch ein unendliches 
Product erhalten: 


II 


(w, r ) 


K 

• 

1 ^ 

(m 4- 1 ) a 

v n m f r ' L f m' z 

r~ | (m 4 1 


(m | 2) 8 


— m 


• t # 


r* | (m | 2) a 
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Es ist indessen nicht schwer eine II eiben ent Wickelung 1 
hierfür anzugeben, wenn inan vorher bemerkt hat, dass sicli die 
Function II in ganz anderer Weise als bisher vorausgesetzt wurde, 
durch ein einziges bestimmtes Integral darstellen lässt. Das Euler'schc 
integral erster Art hat die Form: 


oo 


t 

o 


Man setze hierin 


l" 1 

(1 i t) a \ h 


/ 


dt 


a { b ) 


n< 


j>« 


und 


a = m -)- r V— \ 


b 


m 


r V — ! 


so wird man alsbald die Gleichung finden: 


-f~oo 

cos rx 4 - V~ 1 sin rx 


■oo 


/ i I 1 

[ er- 2 x -{ net 


1 J 2 III. 


d . x 


t 

n m l r V - 1 


i (in i ry i) i‘Y i) 

1 ( 2 ///) 


Behufs der Trennung des Reellen von dem Imaginären bemerke 
man des Weitern, dass mit Rücksicht auf die in Art. 12 eingeführten 


Bezeichnungen: 


u -(- v V — i 



}-oo 


oo 


(m -f rV I ) <* -ne J ^ 


{A"> l r V— 0- i • e / 


di\ 


oo 


0 


n m \' r V 1 


oder also cs ist: 


Vfn-urY-n = (« + V V — I) . n m +<y - 1 


V( m .—rV—i) — (m »X 


I) . n 


in- - r 


V i 


woraus folgt: 


I’ 


(m+rV-t) = r“ (u 2 + 1J*) 


n 


2 »» 


II 


(///,;•) 


Man hat daher die beiden folgenden Relationen: 


I CO 


cos rx dx 


OO 


(e i * ncz‘ P j^ 


in 


-f- n m cos (r log u) . 


11 (///, »•) 
I '( 2 tu ) 


-» -f-ao 


sin rx dx 


• ( e ~ 2 %t *f* xi c 

-OO ^ y 


III 


m. • r / H(m,r) 

n sin (r log h) . - — 

r(2m) 


durch welche also die beiden Integrale auf die Function II zurück- 

Reihenent Wickelung 


geführt sind. 


Rücksichtiich der erwähnten 


wollen wir uns nur mit dem erstem beschäftigen 


Die Function unter 


dem Integralzeichen ist eine gerade Function, man kann also auch 

schreiben: 
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ii 




V(2 m) 


(m,j ) 


« m cos (r Io ff n) 


r* cd 

I cos rx 

(e i iV + «c*‘ l ) 2 



w't* 


/// 


Da nun: 


e— m ' v cos rx 


(n f e~•*?)*#* 


I 


1 


■t 

«■- w * ) 


e 


m.r 


Zm 


, ,. 4 2m(2m-f 1) , .. 

—(?»-■(-I).T I __ __( 

1 .71 1.2.9t* 


1 

• • *i 


cos r.c 


so folgt, wenn man jedes Glied dieser Entwickelung nach der bekann¬ 
ten Formel zwischen den Grenzen o und oo integrirt und das Ergeh¬ 
niss dann in die vorhergehende Formel einsetzt, die gedachte Reihe 
in der Form: 


II 


(>», »o 


_ %T(u% 

n : ' ,m cos( rlogn ) \r 


m 


2 m 


o 


nr 


m-j- I 2 in (2 m -f 1) 

!.>/ Li# r 3 


rn i- 2 


(m l 2 r' 


• • 


Was die Giltigkeit dieser Reihe betrifft, so convergirt sie 
offenbar solange m nicht grösser und n nicht kleiner als die Einheit 
ist. — Setzt man m = 1 und substituirt für 11(i,/> den in Art. II> 
gefundenen Werth, so erhält man noch die bemerkenswerthe Reihen- 


summirung: 


1 


r 2 | jj 2 


1 2» 1 

n r a 4- 2 a * 


•>•» 


I 


4 a 


A «I 

rr 


r' z *{- 3 2 


n 


o 

.» 


«i 


I 4 


TT, + * 

fi ^ 


* • • 


«rar cos (r log u ) 


e r * 


e 


Man kann ihr eine andere Form gehen, wenn man sie von der 


Gleichung: 


I 


1 I 

+ 

n rr 


1 


2» 

vr 


n 


4 m 


I H* n 


abzieht. Es ergibt sich dann : 


1 


n 


1 

r 2 j |S 


I 


I 


n 


o 


O 4 V ‘ > 

h 2* 




l 


l 


O •) | t 

w* r w 4- ,i 


o 


1 1 

n ' r 3 -f 4 3 * 


1 


I 


i 


»> 


rrc eo« (r 7 off n) I 

,___l 

I f n er* — c ~ rn ) 

Setzt man behufs der Verification n 


I, so ergibt sich die 


Euler sehe Reihe, welcher in Art. !> Erwähnung geschah und welch 
also nur einen spccicllcn Fall der oben gefundenen darstellt. 
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17. 

Di«* Ausdrücke log If( W ,,) und (ivctg besitzen ferner die 

Figouschaft, dass sie, nach m zwischen den Grenzen 0 und I 
integrirt, einen ganz durch elementare Functionen darstellbaren 
Werth anuehmen. Dies ist seihst; daun noch der Fall, wenn man an 
die Stelle von m (len Ausdruck a-\-x setzt und bei der Iritegratioi 
nur ,v als veränderlich betrachtet. 

In der Tliat hat man aus dem Frühem die Gleichung: 




I 


J 


!^g 11 (« { ,v f r) (1*0 


<> 


I 


log ti . I {((■ —|— ii‘ ) d,v 


o 



log l (d | ,v ) rfiV 


n 


Ou 


C 


ftV 


I ros ry <i y 


1 


o 


e y 



e 


.i 


•" d.v 


V 9 


oder nach einigen Abkürzungen: 


n + ö) lo !l u + J fo U •’(« l i) - 


OQ 


r "V 


o 


o 


I rosry 

y~ 


<ty- 


Der Werth des lelztern Integrals ist in Art. 2 unmittelbar gege¬ 
ben; führt man denselben ein und multiplicirt die Gleichung durch- 
gehends mit 2, so findet man: 



a | .r, #•) (1*0 


O 


( 2 a 1 I) log v 


a log (I + ‘J - 


- 2 


i 


r 


r arclg + 2 / hu, I , ,•> <Lv. 

fv 




Die Werthbestimmumr des allein noch übrig gebliebenen 


Integrals rührt von Herrn Professor St nabe her und bildet den 
Gegenstand zweier Abhandlungen desselben im 28. und 28. Hand des 
Journals von Grelle. Ms scheint nicht ohne Interesse, zu zeigen, wie 
man durch eine etwas verschiedene Betrachtungsweise viel schneller 
zum Resultate gelangen kann. Bezeichnen i und //. zwei positive ganze 
Zahle ui, so hat man zufolge des in Art. I I begründeten Gauss schon 


Theorems die Gleichung: 
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(j. i 

V 


o 



<i ■ j - * 




l>- ") % t l + ‘ l „ ' % 2 71 + % J V")- 


1 


Multiplicirt man diese mit - und setzt: 

l J - 

i <+l , * 

— = x » - = a? -) A .r, 

[X ll 


folglich 


l 


i*- 


A x , 


so geht sie über in die folgende: 

i 


- % l \« (•.<•) • = ( 3 ,H % %n + (% l\,u< 


) 


/x a !o<) /x 


li(X 


% !>■ 


Lässt man nun /x unendlich gross worden, so geht A x in dx 
und die Summe linker Hand in ein bestimmtes Integral über, das 

O 

letzte Hied rechter lland verschwindet und man hat: 



.i 


%iVmo 


*> 


i 


*> 


log 2 


TZ 


| /Off I [m ) (X ft / Off [X 


t* 


[I 


Da nun, nach früheren Ergebnissen: 


/ -» OO 

- 

*r 


und 


1/ 


i 


(a ft, — ' ) e: 


r 


er-to 

f 


e \> (U ') 
c~- r ( 


•* OO 

I ( l' v 

1 Off n = —{<-- ■ 

J .r 

o 



l! 


■ ■»') 9 


so folgt: 


log - • (xa /og ix 


oo 




m- 


|X.i! 


I 


( 


>—.T 


i c—# — e—' 




t 




Je grösser der Werth von /x ist, um so näher kommt jedes 
Glied des Ausdruckes unter dem Integralzeichen der Null und zwar 
in einem um so stärkern tJrade, je mehr x von Null verschieden ist. 
Lässt man /x ohne Ende wachsen, so wird also die Summe jener 
Glieder, und folglich auch das Element des Integrals, nur für solche 
sehr kleine Werthe von x einen von Null verschiedenen Werth 
























( 
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annehmen, für welche jxx nicht unendlich gross wird. —Mit Rück- 
sieht auf diese Bemerkung erscheint es zweckmässig, e~~ :l wo solches 
in dem gedachten Ausdrucke vorkommt, in eine Reihe zu entwickeln, 
von welcher alsdann, da nur verschwindend kleine Wertho von x 
in Betracht kommen, auch nur die beiden ersten Glieder zusammen, 
nämlich 1 — x , von Einfluss sein werden. Hiernach betrachte man 
das obige Integral in der Form: 


fhx ( 

J t r 
0 


(jur 


1 — e—\ k(LV x 

—— - 1 - 1 - 

[J.X (J. 


• • • 


setze x für jxx und, wenn dies geschehen, (x =• oo, so erhält man: 


log r(art) — \). a log g. 


I 1 


JJ,~ oo 


■fii 


ac 


X 


I 


e 


0 


Der Werth dieses Integrals lässt sich aus Art. 2 unmittelbar 


entnehmen, und ist 


a log a 


a. 


Dies vorausgesetzt hat man also, wie Herr Baabe fand, die 



» 11» 


<v • 

ö • 


1 


lOff 1 («.j a ) fix 


\ 


2 


log 2k 4 " ff log a 


a 


o 


und folglich, wenn man dieses Ergcbniss in die frühere Gleichung 


einsetzt: 


.i 


log n (Ä f .r, r) fix 


o 


log 2k - (2 a -f- 1 ) log n | a log ( a 2 + r 3 ) 


a 



r 


a 


Eine ähnliche Eigenschaft kommt dem Ausdruck arclg ö( Ä ^ P ,r) 
zu, wie nun gezeigt werden soll. 

Aus der letzten Gleichung des Art. 14 folgt, wenn man a Für m 
und [x für a setzt: 


(X— / 

v 


1 arclg H { f ,.j 


r \x log ( x | arclg 


) 


I 


oder, wenn man mit — mnltiplicirt und wieder 

V 


k 



i» 



♦ 
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> 


* 


setzt: 


i 


l M 


x 


1 




A x 


\ 



f .r, r) A iV 


r log \x -f- 


arctg 0(ajx, r i») . 


0 


l x 


Lässt man /x unendlich gross werden, so ergibt sich, ähnlich. 


wie im vorhin betrachteten Falle: 


arctg ( H )( a -f.r, ,•) dx = 


r\i log p. + arctg 0(«|jl, rj*) 




f* 


|X=0O 


Da nun zufolge früherer Formeln: 


arctg 0(„,,, 


/•OO 

I fl V 

! • < 1 


; i r ! u 


,11 — U( ,lV 


sin rixx 

e —n\i.v _ 


x 


oo 


?^x log [x 


o 


t 


dx ( 

- CttC*-"' 

* 








so hat man 


rg. log (i i arctg >>) 


'\OQ 


V- 



— ne x )__ ^ — (i\xx 


sin ffjur) 




* 1 


Lässt man nun auch hierin /x ohne Ende wachsen, so ist auf der 
Stelle klar, dass der Ausdruck unter dem Integralzeichen nur für 
beliebig kleine Werthe von x einen von Null verschiedenen Werth 
erhält, und dass demnach bei der Bildung des Integrals nur solche 
sehr kleine Werthe von x in Frage kommen können, für welche [xx 

nicht verschwindet. 

Auf diese Bemerkung gestützt kann man die beiden Potenzen 
6 ' c und e v nach der gewöhnlichen Form entwickeln, wobei auch hier 
nur die zwei ersten Entwickclungsglieder zu beachten sind. Das 
Integral geht dann über in: 


<%oo 



rd 


0 


sm ru.x 

( ,—a\x.V __ I 

\).X 


• • 


und man hat folglich, wenn x für \xx und hierauf (x = oo gesetzt 
wird, die Gleichung: 


r\x log (x I arctg 6 ( f , !A , »y.) 


f* 


|J. «3 



,/>—vi.r 


n 


- c 


, — n.i 


sm r.v, 


x 


n 


> 
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Der Werth dieses Integrals ist in Art. 2 gegeben» so dass man 


d 


as 





LV t V 


IG 


il 


• nT 



o 


r a * 4 * r* r 

% + « arclg ~ 



wodurch nun die im Eingänge dieses Art. aufgcslellto Behauptung 


erwiesen 



18 . 

Wenn sich zwischen den Functionen II und B rücksichtlich der 
soeben und früher in Art 12 begründeten Eigenschaften eine gewisse 
Analogie zeigt, so begegnet doch die Frage, oh B auch Eigenschaf¬ 
ten besitze, welche den für II in den Art. 14, 16 und 16 nachgewie¬ 
senen als parallel zu betrachten wären, einigen Schwierigkeiten, 
worauf ich bei einer andern Gelegenheit zurückkommen werde. 

Zwischen den Functionen II und F besteht zwar, wie wir 
gesehen, ein Zusammenhang, welchen das Imaginäre vermittelt, aber 
es ist gleichwohl die Function 1.1 wesentlich allgemeiner als jene F : 
die ersterc hängt von zwei ganz getrennten Constanten, die letz¬ 
tere dagegen nur von einer einzigen ah, und beide führen nur in dem 
besondern Falle, wenn r = o, vermöge der Gleichung 


n 




0"r") 


n m 


auf einander zurück, während im Übrigen, wie in dieser Abhandlung 
gezeigt worden ist, die Function 11 alle jene interessanten Eigen¬ 
schalten, nur in allgemeinerer Fassung, besitzt, durch welche die 
speeiollcro Gammafunetion die Aufmerksamkeit der Mathematiker 


auf sich gezogen hat. 





